Proposition 1

APPLICATIONS LINEAIRES

Si L : E — F est une application linéaire, alors L(0g) = 0p

CHAPITRE
Démonstration :

Dans ce chapitre, on pose K = R ou C ainsi que E et F' deux K espaces vectoriels. L(0g) = L(\O/ x 0p)=0 x L(0g) = 0p O
——

« T

Théoréme 2 (Caractérisation des applications linéaires :)

1 Généralités

Soient E et F deuxr K espaces vectoriels et L : E — F une application. L est
I-1 Notion d'app|ication linéaire linéaire si et seulement si l’une des conditions suivantes est vérifiée :

mVa,f €K u,ve B Lloau+ pv) = al(u) + SL(v)

f Deéfinition ) s V8eK,uveE L(u+ fv)=L(u)+ BL(v)
Soit L : E — F une application. On dit que L est lincaire si les trois conditions
suivantes sont vérifiées :

Démonstration :
m F, F sont deux espaces vectoriels sur K

m Vu,v € B, L(u+wv)=L(u)+ L(v)
e Vo ek VueF ILiow) = al(w) " Ve feRuvel Liaut fv)=Liow) + L(Bv) = allu) +HL{v)

, . €E €E
m Clest 7 avec v = 1.

e Si L est linéaire, alors

On note L(E; F') 'ensemble de toutes les applications linéaires de E dans F.

e Si i ou 7 est vérifiee, montrons que L est linéaire.

*  Si est vérifiée :
Soient u,v € E. On prend o = § = 1 et on obtient le i de la définition. Soit a € K
et uw € E. On prend v = 0 et on obtient le i7 de la définition.

| Exemple 1 (utilisable dans les exercices)
Si E est un espace vectoriel, 'application identité id : E — E, u > u est linéaire.

En effet, Vu,v € E, a € K, id(u+v) = u+v = id(u) +id(v), id(au) = au = aid(u)
*  Si i est vérifiée :

n Exemple 2 Soient u,v € E. On prend 5 =1 et on obtient le ¢ de la définition.
Ly: RZ —» R3 est linéaire car : Pour le i de la définition : Soit o« € K et u € E. Alors

(z,y) — 22,3z —y,y—x)
L(au) = L(0g + au) = L(0g) +aL(u) = aL(u)

R? est un R-ev. Soient alors X = (z1,22),Y = (y1,%2) € R?, et a € R. O T
Ona L(X+Y) = L((z1+a2,y1 +12)) = (22,32 —y,y — x) u Exemple 4 (utilisable dans les exercices)
—_—
D D: CYR) — CO°R) est lintaire :
= (2@1 +2w2,3z1 + 322 — Y1 — Y2, Y1 + Y2 — T1 — (1:2) =L(X)+ L(Y) f —

L(aX) = L((az1, ay1)) = 22,3z — y,y — x) = (a1, 3aw1 — ayr, oy1 — ax1) = oL(X) —
=~ C'(R) et C(R) sont deux R-ev.
x y

m  Exemple 3 (utilisable dans les exercices) : Soient f,g € C'(R) et 3 €R. On a

SSE=R"; F=R™; Ae M, ,(K)et Ly: E — F  alors L; est linéaire. D(f + Bg) = (f + Bg) = f' + Bg' = D(J) + BD(g)
X = AX
o . T 2 3 -1 T D est donc linéaire par théoréme de caractérisation des applications linéaires.
Application : Dans I’exemple 1, on peut écrire : L, y =lo -1 1 y

Elle est donc directement linéaire.
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Contre-Exemple(s) :

L: CR) - R , TSN
(0)2 n’est pas une application linéaire.

[ = 1

En effet, C(R) est bien un espace vectoriel, mais par exemple pour cos € C(R),
L(—cos) = cos?(0) = 1 # —L(cos).

Définition
On se donne une application linéaire L : E — F'.
m Si L(F) C E, on dit que L est un endomorphisme de E. On note L(FE) a la
place de L(E; E).
m Si L est bijective, on dit que L est un isomorphisme. (E peut étre différent de
F!)
m On dit que deux espaces vectoriels F et F' sont isomorphes s’il existe un iso-
morphisme ¢ : E — F.
= Une application linéaire L : E — E est appelée automorphisme si c’est un

endomorphisme bijectif. On note Aut(E) ou GL(E) 'ensemble des automor-
phismes de E.

Exemple 5
L’application  linéaire (&  prouver) "primitive qui sannule en a"
L,: C°R) — CYR) :

e est un endomorphisme de C°(R) car : pour tout f € C°(R), on a L(f) €
Cl(R) C C°(R)

e n’est pas un automorphisme de C°(R) car : Papplication L : C°(R) — C(R)
n’est pas surjective; on rappelle par exemple que les fonctions continues ne
sont pas toutes dérivables. ..

e n’est pas un isomorphisme de C°(R) dans C'(R) : (1 encore, non surjective
car toute image de L s’annule en a, ce qui n’est pas le cas d’une fonction
quelconque dans C!(R).)

Exemple 6

L’application L: R3[X] — R[X]
P —~ Xp'-2P

est un endomorphisme.

En effet, elle est linéaire (a faire) et de plus, pour tout P € R3[X], on a deg L(P) =
deg(XP' + X) < max(deg(X P’),deg P) = deg P < 3. Ainsi,

L(P) € R3[X]

et c¢’est donc bien un endomorphisme

m  Contre-Exemple(s) :
Soit n € N*. L’application L: R,[X]
P —
néaire, mais pas un endomorphisme.

— R[X] est une application li-

X2p - P

En effet, on a par exemple X" € R,[X], mais L(X") = nX"tt X" ¢R, [X].

m  Contre-Exemple(s) :
L’application "dérivée" d: CY(R) — C°(R) n’est pas un isomorphisme.

o=

En effet, 'application n’est pas injective. Par exemple, les deux applications f : x +—
z+1letg:z+ z+2dans C'(R) ont la méme dérivée (donc la méme image par L.

I-.2 Opérations sur les applications linéaires

Proposition 3 (Combinaisons d’A.L.)

Si F et F sont deux K-espaces vectoriels, ’ensemble L(E, F') est K-un espace
vectoriel.

Traduction : Toute combinaison linéaire finie d’applications linéaires est une application

linéaire.
Démonstration :
L(E;F) C F(E;F), o F est un espace vectoriel. Or, F(FE; F) est un espace
vectoriel, il suffit donc d’utiliser le théoréme de caractérisation des sev.

. L(E; F) est non vide, car application nulle, notée ici 0, est linéaire :

Olau+ pv) = Op
Op +0Fp
= a0(u) + B0(v)

. Conservation des combinaisons linéaires :

On pose f,g € L(E; F) et A € K. Montrons que f+ \g € L(E; F) :
Soient u,v € F et a,p € K. On a

(f + Ag)(au + pv) flau+ pv) + Ag(au + So)

= (af(u) + Bf(v)) + Mag(u) + Bg(v))
alf(u) + Ag(w)) + pu(f(v) + Ag(v))

(l(f + Ag)(u) + B(f + Ag)(v)

Dou f+ A g€ L(E,F) O
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m  Exemple 7
L: C'R) — C°(R)
o= f+2f

est linéaire :

Tout d’abord, C*(R) et C°(R) sont deux R-ev.
On remarque que
L =1id+2d

ouid: C'YR) — CYR)c C°R) est I'application identité

e f
etd: C'(R) — C°R) sont deux applications linéaires
foo=

Proposition 4 (Composition d’A.L.)

Soient E, F, G des K-espaces vectoriels, alors

feL(E F),geL(F,G) = gofelL(EQG)

Démonstration :
FE et G sont des K e.v. Soient u,v € E et f € K. Alors
goflutpv) = g(f(u)+Bf(v)) =
linéarité de f

linéarité de g
Ainsi, g o f est bien linéaire par TCAL. O

g (f(w) + Bg (f(v))

m  Exemple 8

Si
fiPERyX] 2P — P’ €R[X] et g:PeR[X]— P(1)

alors f, g sont deux applications linéaires (a faire) et donc f o g également.
On peut également 1’observer si on fait le calcul :

f:PeRy[X]—2P(1) — P"(1) €R

qui est bien linéaire.

PRODUIT NON LINEAIRE

Sif:E— Fetg:FE— F sont des applications linéaires, leur produit h telle que
§ h(u) = f(u)g(u) pour tout u € E, n’est pas (jamais) une application linéaire
si elle est non nulle.

Soit par exemple x tel que h(x) # 0. Alors
h(2z) = f(2x)g(2z) = 2 x 2f(2)g(x) = 4h(z) # 2Nh(z).

Ainsi, L est bien une application linéaire, par combinaison linéaire d’applications linéaires.

4 Notation :

Dans le cas des applications linéaires, on note la plupart du temps gf a la place
de g o f. Attention, ce n’est pas la multiplication de deux fonctions, mais bien la
composition.

Ainsi, dans le cas d’'un endomorphisme f, on notera f™ au lieu de fo...o f.
——

n fois
(Ces notations sont dties a la relation entre applications linaires et matrices.)

I-3  Lien entre matrices et applications linéaires en dimen-
] sion finie

1.3-a) Matrice d’une application linéaire en dimension finie

Dans ce paragraphe, on suppose que E et F' sont de dimension finie.

W Définition

Soient E,F deux espaces vectoriels de bases respectives Bg = (e1,...,e,) et
Br = (f1,..., fm). Pour une application f € L(E,F), on appelle matrice de f
dans les bases B, Bp la matrice donnant les coordonnées des f(e;) en fonction des
fi-
’ f(er) flen)

f1 ¥ . %

MBF,BE (f) = . c .
fm * ... ok
4 Notation :

Si E = F et que Bg = By, on parle simplement de la matrice de f dans la base B,
ol B = Bg et on note Mg(f) au lieu de Mg g(f).

Proposition 5

Soient E, F deux espaces vectoriels de bases respectives By et Bp. Soient f €
L(E,F) et ue E. Alors

Mg, (f(u)) = M(f)BeB: Ms(u)

Démonstration :

On note Bg) = (e1,...,¢en) et u=aje1 +...+ ane,. Alors f(u) =i f(er)+...+
an f(en).
Si on note C; la i*™° colonne de A = M (f)B,.B5,, on a par définition
Ci = Mg, (f(e:))-
Par calcul matriciel, on obtient alors
(03]

Al | =aiCi+ ...+ a,C, =M (anfler) + ... +anflen)) = Mp, (f(uw))
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[ ] Exemp|e9 : Démonstration :

Soit Lg: Ro[X] — Rs[X] i) et ii) admis. iii) est conséquence de ii). OJ
P — fOX P : primitive de P qui s’annule en 0
Matrice dans les b . Lo(1) Lo(X) Lo(X?)
t :
e Ma r|c.e ans les bases canoniques i - 1 0 0 0 m Exemple 10
La matrice de Lo dans les bases (1, X, X?), (1, X, X*, X?) est ))((2 (1) g 8 Soit 'application T: L: Ro[X] — Ry[X] .
car Lo(l) =X 2 P — 2P + primitive de P qui s’annule en 0
Lo(x) =% X\ 00 g
Lo(X2) = 2)(73 On a alors T' = 2id+ Lo ot id est I’application identité et Ly I’application de I’exemple
0 3 précédent. Ainsi, dans les bases canoniques respectives Bo = (1,X,X?), B3 =
e Image d'un vecteur : Lo(1 +2X — X?) = X + X? — X3 car (L, X, X% X?) de Ry[X] et Rs[X]
P! ; 100\ (00 0 2 0 0
U= 1 2 | = _ 0 1 0 10 0] (1 2 0
02 0 \o L Meoss(T) =210 o 1|Flo L o]~ {o L 2
3 3 000 00 2 00 3
e Matrice de Ly dans d'autres bases :
La matrice de L dans les bases (1, X, X?), (1,X — 1, X% — X, X3) est
LoD) Lo(X)  Lo(x?) f Remarque :
L ; 1 ’ 1 00 Dans le but de savoir retrouver plus facilement et retenir les différentes formules de
. 1 1 0 ce chapitre, on se propose de schématiser une application linéaire L : E — F de la
N2y 0 % 0 maniére suivante : . . .
X3 0 0 % base Br A base Bg
car Lo()=X = (X —1)+1 (Oui, c’est écrit de la droite vers la gauche, au lieu du contraire habituellement pour
LO ) X 12 - X X)) = (X2 — X L(X 1)+ L les fonctions!) De cette maniére, c’est écrit dans le méme sens que les formules
o(X) = 2. (X =X)+X) = 3(X2 = X)+5(X = 1)+ de composition et les formules matricielles :
Lo(X?) = =
gof: G+~ F L [ deerit Mg, p,(fog) = Mp,.s, (9)Ms, 5, (f)
P base Ba base Br base Bg
Proposition 6
et
Soient E,F,G des ev de dimension finie, Bg, Br, B des bases respectives de
E,F,G. F < E
base Br base Bg décrit MBF (f(u)) = MBF’BE (f)MBE (U)
m Sif,g€L(E,F), a,B K. Alors flu) u
M, af + = aM, + BM, L. ..
Br.5p (0f + B9) Br8e (f) + BMir 55 (9) 1.3-b) Changement de base en tant qu’application linéaire
= Si feL(E, F)et g € L(F,G), alors Rappelons que pour changer de base "o intérieur” d’un méme espace vectoriel E, on
Msg, 5, (9f) = Mg 5, (9)Ms, 5, (f) dispose de la matrice de passage : R
m Soit f € L(E, F). Alors f est inversible ssi Mg, g, (f) est inversible et dans ) e‘l 041',1 e e
ce cas P p = Mp(B') = :
MBE,BF (fil) = (MBF,BE (f))71 €n \On,1 ... Qnn
avec B = (e1,...,en), B =(e},...,el) deuz bases de E.
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m Exemple 11

Explications : Reprenons 'exemple de Lg: Ry[X] — Rs[X]
P — primitive de P qui s’annule en 0
En regardant de plus prés, on observe qu’en fait cette matrice est celle de ’applica- 0 0 0
4 ns AN A / ? IvA .
tion "identité" dans la base de départ B’ et base d’arrivée B : Dans les bases B = (1, X, X2), G = (1, X, X2, X?) la matrice de Lo est (1) 2 8
2
base B base B’ Onpose B =( 1, X+1,X*-X), ¢=(1,X-1,X"-X, X?).
. ~ —— \,-/ H,_/ N—_——
ie. e el A fi 3 £ fi
MB,BI(’L'CZ) = MB(B/> == PB7B’ AIOI‘S,
On observe alors que les formules des images par une AL appliquée & la matrice identité flet)= fH=X=X-1+1=fi+f]
donne : fley) = fX -1 =fX)~f(1)=3X* - X =35 (X~ X) — 35X =3f5—5(fs+ [
Mpg(u) = Mp g (id) Mp: (u) fley) = fIX?—X)=f(X?)-f(X)=1X?—1X?= 3f4**( 2-X)-iX
ie. =sfi—3f—-3(fi+ 1)
Mp(u) = MB(B/)MB/(’LL) = PgpMp (u) D’ou . ) )
ce qui démontre immédiatement la formule de changement de base annoncée dans le cours 1 _% _f
sur les espaces vectoriels! Quant & I'autre formule annoncée dans ledit chapitre et non Mg:,5(Lo) 0 3 _g
démontrée, 0 0 %

PgcPep = Psp

la démonstration est tout simplement J ..
P Méthode 2 : Changement de base avec formule matricielle

M id) M, id) = M, id o id) = M, id
s.c(id)Me,p(id) sp(id 0id) 5p(id) On utilise directement la formule matricielle :

L . . -1 , . R
(Formule dont on déduit également le fait que Py 5 = Pp 5.) Théoréme 7 de changement de base

I.3-c) Changement de base dans dans “E” et/ou “F'” pour des AL

Soient E un espace vectoriel de bases B et B' et F un espace vectoriel de bases

, p 3
Si on peut changer de base a lintérieur d’un espace vectoriel, on peut également changer respectives G, G'. Soit f € L(E, F), alors

de base lorsque l'on souhaite exprimer matriciellement une application linéaire. En effet,
il n'est pas rare de devoir adapter les bases choisies pour Uexpression de M(f) suivant
les conditions du probléme (souvent pour avoir la matrice la plus "simple"” possible) Pour
ce faire, on peut utiliser (et mizer) les formules existantes pour tout faire en une seule

M(f)gr .5 = Mg/(G) Mg 5(f) Ms(B')

foi Démonstration :
01s :
On se donne ici une application linéaire f : E — F ainsi que deux bases B, B’ delusousala situation a }(/(u(h d’un sc h/( ma, : .
de F et deux bases G, G’ de F. f: F / — I A E — E /
On suppose disposer de la matrice M = Mg g/ (f) et on cherche Mg g/ (f). base G base ¢ base B base B3
La formule de composition de matrices donne
, TN " PN . N .
Méthode 1 : Changement de base “a vue M(f)gr5 = Mg g(id) M(f)g.5 Mg g (id)
On note B’ = (¢} ) et G' = (f! fy. ce qui correspond exactement & la formule de changement de bases annoncée dans
PR ’n, ) ) " S
On cherche directement les images de tous les f(e}) dans la base G’ & vue. le theoreme [
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m Exemple 12
Reprenons l'exemple de Lo : Ry[X] — R3[X]

P — primitive de P qui s’annule en 0
0 0 O
Dans les bases B = (1, X, X?), G = (1, X, X2, X3) la matrice de Lo est (1) 2 8
2
0 0 3
1 -1 0 O
! 2 3 3 A l 0 1 -1 0
On pose ¢’ = (1, X — 1, X% — X, X?). D’ou Mg(G') = 00 1 0
0 0 0 1
Les opérations Cy < Cs 4+ C7 puis C3 < C3 + Cy permettent de calculer
1 1 1 0
01 10
Mg@) =19 o 1 o
00 0 1
Alors,
1 110\ /0 0 0 1 % 0
01 1 0 1 0 0 1 5 0
MgQB(Lo)—Mgl(g)ngg(Lo)— 00 1 0 0 % ol "o ; 0
000 1/\0 0 % 0 0 %

Corollaire

En particulier, pour le cas d’un endomorphisme f € L(E), si B et B’ sont deux
bases de E, on a
M(f)s = Mp(B) Mp(f) Mp(B')

ou autrement dit,
M =P *MP

ot P est la matrice de changement de base Pg g, M = Mp(f) et M' = M(f)p .

Définition
Soient M et M’ deux matrices. S’il existe une matrice P inversible telle que

M =P 'MP  (ou M =PMP™!)

alors on dit que M et M’ sont semblables.

II Image, noyau, injectivité, surjectivité

II.-l Image (d'un sev ou de F)

On rappelle que pour tout sous-ensemble A de E et une fonction f quelconque, on note

f(A) ={f(z) | x € A}

Voyons ce qui se passe si f est linéaire et que A est plus précisément un sev. En premier
lieu, si c’est un sev de dimension finie :

Propriété 8

Soient f € L(E,F) et H un sev de E avec H = Vect (v1,...,v,) (la famille
(v1,...,v,) nétant pas forcément libre...), alors

f(H) = f (Vect (v1,...,v,)) = Vect (f(v1)7...,f(vn))

Démonstration :

Supposons que H = Vect (vy,...,0,).

° Montrons que f(H) C Vect (f(z,'l), A f(z,r,,,)) :

Soit y € f(H). Alors, il existe © € H tel que f(z) = y. Or, comme H =
Vect (v1, . ..,v,), il existe aq, ..., a, € K tels que

r=ov1 + ...+ a,v,
d’out
y=f(z)=flarv1 + ...+ apvy) = a1 f(v1) + ...+ anf(v,) € Vect (/(11) Co v/’('zf,,))
o Montrons que Vect (f(v1),..., f(vy,)) C f(H) :

"démo 1" : on a f(v1),..., f(v,) € f(H) et on verra dans la généralisation que
f(H) est un espace vectoriel. Par définition du Vect (plus petit espace vectoriel),

"démo 2" : Soit y € Vect ([(zl ) B f(z,*,,)). Il existe alors aq, ..., a, € K tels que

y=arf(vy)+...+a,f(v,) = f((n'ul + ...t ay, )

on note ceci =

Or x € H, donc y € f(H).

* Conclusion : Par double inclusion, on a bien f(H) = Vect (f(v1),..., f(L,,)) O

m Exemple 13
| Soit f :R? — R?;(x,y) — (2z + y, —z) qui est une application linéaire. On pose
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H = Vect(1,1). Alors

f(H) = Vect(f(1,1)) = Vect((3,—1))

Pour des sev quelconques :

Proposition 9

Soient f € L(E, F) et H un sous espace vectoriel de E, alors f(H) est un sev de
F.

Démonstration :
Supposons que H soit un sev de E. Montrons que f(H) est un sev de F :
- f(H) est non vide, car Og € H et Op = f(0g) € f(H).
- Soient A\, u € Ket x,y € f(H). Montrons que A\x + py € f(H) :
Il existe 2/, y" € H tels que f(z') = x et f(y') = y. Ainsi,
Ae 4 py = (") + pf@) = fOx' + py') € f(H)
——

€H

Par caractérisation des sous-espaces vectoriels, f(H) est bien un espace vectoriel.

O

Appliqué maintenant a H = F :

Définition
| Soit f € L(E, F). On appelle image de f et on note Imf l'espace vectoriel f(E).

f Remarque :

Si E est de dimension finie, avec comme base B = (eq, . ..

Im f = Vect(f(e1),- .., flen))

,€n), on sait alors que

m Exemple 14
Reprenons I'exemple précédent avec f : R? — R?; (z,y) — (22 + y, —z). Sa matrice
dans la base canonique est
2 1
1= (40)

On sait alors que Im f = Vect("colonnes de A") = Vect(<_21> ) ((1)>)

Corollaire

Soit f € L(E,F). Si E est de dimension finie, alors Im f 'est aussi est de plus

dim Im f < dim F

m Exemple 15
On considére maintenant Lo: Ro[X] — R

[X] :
X
P — / P(t)dt
0
On admet ici qu’elle est linéaire.
1. dim(Ry[X]) =3 < oo ; mais R[X] n'est pas de dimension finie.
2. Malgré tout, d’apres la propriété,
dimIm Ly < dim(Rz[X]) = 3.
Ce qui se vérifie car

Im Ly = XRy[X] (exercice)

Définition
Si Im f est un espace vectoriel de dimension finie, on appelle rang de [ et on note
rg f la dimension de Im f. (i.e. rg f = dim(Im f).)

II-2 Noyau
[ |

Contrairement a la partie précédente, on s’intéresse maintenant auz "images réciproques”,
plus précisément celles de Op. On rappelle avec les notations utilisées, que f(0g) = Op.
En revanche, rien ne garantit qu’il n’y a pas d’autres éléments d’image nulle.

Définition
Soit f € L(E,F). On appelle noyau de f et on note ker f Pensemble des vecteurs
d’image Op :

kerf={x € E| f(x) =0r}

Le commentaire fait ci-dessus mous dit en particulier que :

Propriété 10

SifeL(E,F), alors 0g € ker f.
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m Exemple 16
On considére L: CYR) — CO°(R)
foo= f=r
Alors ker L = Vect(exp) :
En effet,
fekerL & f—f'=0
qui est une équation différentielle dont on connait I’ensemble des solutions {z — ke®, k €
R} = Vect(exp).

Proposition 11

Soient f € L(E,F). ker f est un sev de E.

Démonstration :
- ker f est non vide, car O € ker f d’aprés la propriété précédente.
- Soient A\, € K et z,y € ker f. Montrons que Ax + py € ker f, c’est-a-dire
fAz + py) = 0F :
fQx +py) =X f(@) +p fy) =0F

~—~— ~—~—

=0p =0p
Par caractérisation des sous-espaces vectoriels, ker f est bien un espace vectoriel.

O

II.-3 Injection, surjection

Théoréme 12 de caractérisation

Soit f € L(E,F).
. [ est surjective si et seulement si F' = Imf.
. [ est injective si et seulement si ker f = {0g}.

Démonstration :

e Montrons que f est surjective si et seulement si F' = Imf :

Il est clair que, dans tous les cas, Im f C F
On a F =Imf < tout élément de F' admet un antécédent < f est surjective.

e Montrons que f est injective si et seulement si ker f = {Og} :

. Comme ker f est un sous-espace vectoriel de E, on a {Og} C ker f.

. Montrons que f est injective si et seulement si ker f C {Og} :

* Supposons que | est injective et montrons que ker f C {Og} :

Soit x € ker f. Alors
f(z) =0F = f(0R)
par injectivité, on a
Tr = OE
* Supposons que ker f C {Og} et montrons que f est injective :
Soient x,y € F tels que

flx) = f(y)
par linéarité, on a
flx—y)=0p
ie. x—y€ker f C {0}
et donc = = y.
O

m Exemple 17
Reprenons 'exemple f : R? — R?; (z,y) — (2x + y, —z). Etudions son injectivité.

Etant donné qu’on a une formule, on peut calculer son noyau par exemple de la maniére
suivante :

2x ,=0 =0
X(:1:,;1/)€k01'f<:>f(X)O<:>{ T+y(’) <:>{y 0
—r = T =

Ce qui donne comme résultat

ker f = {0}

’

ainsi, f est bien injective.

m Exemple 18
Sur exemple précédemment traité avec L: C'(R) — C(R)
fooo= r=r

ker L = Vect(exp). L’application n’est donc pas injective.

on avait vu que

Remarque :

Etant donné les inclusions Im f C F et {0g} C ker f triviales, en pratique, on
utilisera souvent le théoréme suivant :

Théoréme 13 de caractérisation n° 2

Soit f € L(E,F).
. [ est surjective si et seulement si F' C Imf.
[ est injective si et seulement si ker f C {Og}.

— Applications linéaires —



? Exercice 1 Théoreme 14

'K/Iontrer que Lo: R[X] — R[X] est injective (mais Si F est de dimension finie, alors, pour toutes bases B de E et B’ de F, on a
P — primitive de P qui s’annule an 0
non bijective). rgf =rg (M(f)s.B)
. . . 2 7
+ Montrons que L est injective - En particulier, on obtient que rg (M(f)g/’zg) ne dépend pas des bases B’ et B.

On sait que L est une application linéaire. Alors L est injective ssi ker L C {0}.
Soit P € ker L. Alors L(P) = 0, Or, L(P) est une primitive de P par construction. D’ou, Démonstration :
en dérivant : L On pose B = (e1,...,ey). Alors, la matrice M(f)p g n'est que expression des
P=(L(P) =0=0 vecteurs f(eq),..., f(e,) dans la base B’. Ainsi,
D’ou ker L C {0} et donc L injective.
rg f = dimIm f =
* Montrons que L n’est pas surjective : ~
Im f=Vect (f(el)....,f(e,, )

dim Vect (f(el)., A f(e,,,,)) =1gM(f)p B

1l s’agit de montrer que certains éléments de R[X] n’ont pas d’antécédents. Supposons que O
Q € R[X] et qu’il existe un antécédent P, c’est-a-dire L(P) = Q. En dérivant, on trouve : o o
P=q. III-2  |mage d'une base et injectivité
Prenons dans ce cas () une constante non nulle (prenons par exemple 1), on obtient [ |

P=Q =0 Théoréme 15

Lilbens) dians @2 €, @ @il e sealiEe Soit E un espace vectoriel de dimension finie, F un espace vectoriel et f € L(E, F).

i = B) = (D) = ) = les conditions suivantes sont équivalentes :

ce qui est contradictoire. Ainsi, Q ne pouvait par avoir d’antécédent et donc L n’est pas = [ est injective
surjective. m image de toute base de E est une famille libre de F
m [limage d’une base de E est une famille libre de F

s dimE=rgf

<} Remarque :

| Une application f € L(FE; F) injective est un isomorphisme de E sur Im f C F. Démonstration :

e Montrons que i = i) :

Supposons que f € L(E, F) soit injective et soit B = {ey,...,e,} une base de E.
. Montrons que f(B) = {f(e1),..., f(en)} est une famille libre :

111 Applications linéaires en dimension finie

Soient A1,..., A\, € K tels que Ay f(e1) + ...+ Anf(en) = 0. Par linéarité de f, on
a f(Aer+ ...+ Aepn) =0.
Dans cette section, on se donne E, F' deux espaces vectoriels, avec E de dimension finie Par injectivité de f, on trouve

t f € L(E,F).
et f ( ) Aer+ ...+ e, =0

II:—I Ra ng et matrices puis par liberté de B, on obtient \; = ... =\, = 0.

. Conclusion : f st une famille libre dans F.
On rappelle que par définition, rg f = dim Im f (valide car E de dimension finie entraine Conclusion : f(B) est une famille libre dans

Im f nécessairement de dimension finie). R Montrons que ii) = iii) : trivial!

9 — Applications linéaires —



o Montrons que ii) = iv) : Corollaire

Soit B une base de E telle que f(B) est une famille libre base de F. Donc Soit E un espace vectoriel de dimension finie, F' un espace vectoriel et f € L(E, F).
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

rg f =dimImf = dim Vect (f(B)) card f(B) = card B = dim F

Ny, m f est un isomorphisme;
f(B) libre .
m [limage de toute base de E est une base de F'.
° Montrons que ) = i) : .
& ) ) m [tmage d’une base de E est une base de F.
Supposons iv) et montrons i), c’est-a-dire que f est injective. D’aprés les propriétés Démonstration :

des applications linéaires, cela revient & montrer que ker f C {Og}. , . . .
applice ¢ P ¢ ! fc{0g} . On rappelle que, d’aprés une proposition précedente, f(B) = {f(e1),..., f(en)}
) ) est une famille génératrice de Im f.

Soit x € ker f. On pose B = (eq,...,e,) une base de E. Il existe donc ay, ..., a, €

K tels que ° Montrons que i) = 4i) : Supposons que f est un isomorphisme. Alors :

r=a1€e1 +...0nen . .. . s N PN P 5 ,
. comme f est injective, d’aprés le théoréme précédent, 'image d’une base de F

En appliquant f, on obtient, par linéarité, est une base de Im f.
. comme f est surjevtive, Im f = F. L’image d'une base de F est une base de
0=f(z)=a1f(er)+...anf(en) Imf=F.
° Montrons que éi) = 4i%) : trivial
Par iv), la famille {f(e1),..., f(en)} est libre. Dot oy = ... = «,, = 0 et donc
x=0. ° Montrons que i) = i) : Soit B une base telle que f(B) est une base de F.

L’application f est donc injective. [J ..
PP ! J X . Montrons que f est surjective : . Alors,

F =Vect f(B) =Im f
f est donc surjective.

[ ] Exemple 19 . Montrons que f est injective : Comme F' = Im f, alors 'image d’une base de FE
Soit Lo: Ro[X] — Rs[X] . est une base de Im f. D’aprés le théoréme précédent, f est donc injective.
P — primitive de P qui s’annule an 0 0
On admet ici qu’elle est bien définie et linéaire. Voyons qu’elle est injective encore
d’une autre maniére par-rapport au cas Lo : R[X]| — R[X] traité précédemment. m Exemple 20
— Revoyons que Lg: Ro[X] — R3[X] n’est pas un isomprphisme :
On pose la base canonique de R2[X] : B = (1, X, X?). On observe alors que son image P — foX P
par L est
Lo(B) = (f(1), f(X), f(X?)) = <X, %XQ., %XS> En effet, 'image de la base (1, X, X?) est (f(1), f(X), f(X?)) = (X,3X? :X?), qui
n’est pas une base de R3[X] car c¢’est une famille de cardinal 3 dans R3[X] de dimension
Cecl est une famille libre de Rs3 [X} (car c’est une famille de polynoémes non nuls de 4.

degrés échelonnés). Lo est donc injective. ("iii= i)" du théoréme)

Corollaire
f Remarque : Soient E, F deuz espaces vectoriels de dimension finie, de bases respectives B, G et
Généralement, la technique de I'exemple précédent n’est pas la méthode la plus f 'e L(E,F ): _ _ )
pertinente pour démontrer I'injectivité. La technique du noyau s’avére souvent plus Si f est un isomorphisme, alors toute matrice Mp g(f) est carrée.

efficace.
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Démonstration :
On note n =dim E et F = (f(ey1),... f(en)) ou B = (e1,...,ep).
D’aprés le corollaire précédent, on sait que F est une base de F', donc dim F' = n.
Comme
dim £ = dim F

la matrice est donc carrée. OJ

Corollaire

Soient E, F deuz espaces vectoriels de dimension finie, de bases respectives B, G et
soit f € L(E,F). Alors

[ est un isomorphisme ssi Mp g(f) est inversible.

Démonstration :
On note F ={f(e1),... f(en)} ou B=e1,...,e,.

° Supposons que f est un isomorphisme.

Alors, d’apreés le corollaire précédent, la matrice M = Mpg(f) est carrée. Ses
vecteurs colonnes qui forment la famille F sont libres car I'image F de la base B
est une base de F' (corollaire d’avant).

° Supposons que la matrice est inversible.

Alors les vecteurs colonnes F sont libres et de cardinal n = dim F. Autrement dit,
ils forment une base de F. D’apreés le cours précédent (corollaire), comme I'image
F d’une base B de F par f est une base de F', alors c’est un isomorphisme.

O

II=-3 Théoreme du rang et conséquences

Théoréme 16 du rang

Supposons que E soit un espace vectoriel de dimension finie, que F soit un espace
vectoriel et f € L(E, F). Alors
dim E = dim ker f + rg f

Démonstration :

ker f est un sous espace de F de dimension finie. On note By = (ey,...,¢e,) une
base de ker f. D’aprés le théoréme de la base incompléte, on sait que 1'on peut
compléter By en une base B = (e1,...,e,) de E.

Notons G = Vect(er41,...,¢en) et fo Papplication linéaire
fa: G — F

v = f@)

11

. Montrons que fg est injective :

Soit x € ker fg. Alors x € G et Op = fa(x) = f(x), dou z € ker f NG = {Og}.
Ainsi, # = Op et donc ker f¢ C {0g} Comme fg est injective, on obtient en
particulier dim G = dimIm fg, c’est-a-dire

autrement dit, n—r=dmlm fg,

dim F — dimker f = dimIm fq

. Montrons que Im fg =1Im f :

Par définition de fg, il est clair que Im fo C Im f.

Montrons que Im f C Im fg : Soit y € Im f. Il existe alors 2 € E tel que f(x) = y.
Or, comme N est une base de E, il existe aq, ..., o, € R tels que

r=aqie; +... o6 tappi1€rp1 + ...+ apey,

N €ker f e
D’ou
Y= f(l) - f(a) +f((¥r+] €rt1 +...+ anen)
—~—
=0p geqG

autrement dit, il existe g € G tel que y = f(g). Ainsi, Im f C Im fg.

Cette égalité implique clairement que | dimIm f = dimIm fg.

. Conclusion : Les deux égalités de dimension obtenues en encadré donnent claire-
ment le résultat annoncé. [

Théoréme 17

Soient E, F deux espaces vectoriels de méme dimension et f € L(E, F). On a

f injective <= f bijective <= f surjective

Démonstration :

f injective < ker f = {0g}
< dim(ker f = {0g}) =0
& dimE =rgf (Théoréeme du rang)
& Imf=F (Im f C F et égalité des dimensions)

& f surjective
Ainsi, si f est injective, alors elle est surjective et donc bijective.
Si f est bijective, alors elle est injective et donc bijective. [
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