
Applications linéaires
Chapitre 11

Dans ce chapitre, on pose K = R ou C ainsi que E et F deux K espaces vectoriels.

I Généralités

I-1 Notion d’application linéaire

Soit L : E → F une application. On dit que L est linéaire si les trois conditions
suivantes sont vérifiées :

■ E,F sont deux espaces vectoriels sur K
■ ∀u, v ∈ E, L(u+ v) = L(u) + L(v)

■ ∀α ∈ K, ∀u ∈ E L(αu) = αL(u)

On note L(E;F ) l’ensemble de toutes les applications linéaires de E dans F .

Définition

Si E est un espace vectoriel, l’application identité id : E → E, u 7→ u est linéaire.

En effet, ∀u, v ∈ E, α ∈ K, id(u+v) = u+v = id(u)+ id(v), id(αu) = αu = αid(u)

■ Exemple 1 (utilisable dans les exercices) :

L1 : R2 → R3

(x, y) → (2x, 3x− y, y − x)
est linéaire car :

————–
R2 est un R-ev. Soient alors X = (x1, x2), Y = (y1, y2) ∈ R2, et α ∈ R.

On a L(X + Y ) = L
(
(x1 + x2︸ ︷︷ ︸

x

, y1 + y2︸ ︷︷ ︸
y

)
)
= (2x, 3x− y, y − x)

=
(
2x1 + 2x2, 3x1 + 3x2 − y1 − y2, y1 + y2 − x1 − x2

)
= L(X) + L(Y )

L(αX) = L
(
(αx1︸︷︷︸

x

, αy1︸︷︷︸
y

)
)
= (2x, 3x− y, y − x) = (2αx1, 3αx1 − αy1, αy1 − αx1) = αL(X)

■ Exemple 2 :

Si E = Rn ; F = Rm ; A ∈Mm,n(K) et L1 : E → F
X 7→ AX

alors L1 est linéaire.

Application : Dans l’exemple 1, on peut écrire : L1

((
x
y

))
=

(
2 3 −1
0 −1 1

)(
x
y

)
.

Elle est donc directement linéaire.

■ Exemple 3 (utilisable dans les exercices) :

Si L : E → F est une application linéaire, alors L(0E) = 0F

Proposition 1

Démonstration :
L(0E) = L( 0︸︷︷︸

α

× 0E︸︷︷︸
x

) = 0 × L(0E) = 0F □

Soient E et F deux K espaces vectoriels et L : E → F une application. L est
linéaire si et seulement si l’une des conditions suivantes est vérifiée :

■ ∀α, β ∈ K, u, v ∈ E L(αu+ βv) = αL(u) + βL(v)

■ ∀β ∈ K, u, v ∈ E L(u+ βv) = L(u) + βL(v)

Théorème 2 (Caractérisation des applications linéaires :)

Démonstration :
• Si L est linéaire, alors

■ ∀α, β ∈ K, u, v ∈ E L( αu︸︷︷︸
∈E

+ βv︸︷︷︸
∈E

) = L(αu) + L(βv) = αL(u) + βL(v)

■ C’est i avec α = 1.

• Si i ou ii est vérifiée, montrons que L est linéaire.
⋆ Si i est vérifiée :
Soient u, v ∈ E. On prend α = β = 1 et on obtient le i de la définition. Soit α ∈ K
et u ∈ E. On prend v = 0 et on obtient le ii de la définition.

⋆ Si ii est vérifiée :
Soient u, v ∈ E. On prend β = 1 et on obtient le i de la définition.
Pour le ii de la définition : Soit α ∈ K et u ∈ E. Alors

L(αu) = L(0E + αu) = L(0E)︸ ︷︷ ︸
0F

+αL(u) = αL(u)
□

D : C1(R) → C0(R)
f 7→ f ′

est linéaire :

————–
C1(R) et C0(R) sont deux R-ev.

Soient f, g ∈ C1(R) et β ∈ R. On a

D(f + βg) = (f + βg)′ = f ′ + βg′ = D(f) + βD(g)

D est donc linéaire par théorème de caractérisation des applications linéaires.

■ Exemple 4 (utilisable dans les exercices) :

1 — Applications linéaires —



L : C(R) → R
f → f(0)2

n’est pas une application linéaire.

En effet, C(R) est bien un espace vectoriel, mais par exemple pour cos ∈ C(R),
L(− cos) = cos2(0) = 1 ̸= −L(cos).

■ Contre-Exemple(s) :

On se donne une application linéaire L : E → F .

■ Si L(E) ⊂ E, on dit que L est un endomorphisme de E. On note L(E) à la
place de L(E;E).

■ Si L est bijective, on dit que L est un isomorphisme. (E peut être différent de
F !)

■ On dit que deux espaces vectoriels E et F sont isomorphes s’il existe un iso-
morphisme φ : E → F .

■ Une application linéaire L : E → E est appelée automorphisme si c’est un
endomorphisme bijectif. On note Aut(E) ou GL(E) l’ensemble des automor-
phismes de E.

Définition

L’application linéaire (à prouver) "primitive qui s’annule en a"
La : C0(R) → C1(R)

f 7→ F : x 7→
∫ x

a
f

:

• est un endomorphisme de C0(R) car : pour tout f ∈ C0(R), on a L(f) ∈
C1(R) ⊂ C0(R)

• n’est pas un automorphisme de C0(R) car : l’application L : C0(R) → C0(R)
n’est pas surjective ; on rappelle par exemple que les fonctions continues ne
sont pas toutes dérivables. . .

• n’est pas un isomorphisme de C0(R) dans C1(R) : (là encore, non surjective
car toute image de L s’annule en a, ce qui n’est pas le cas d’une fonction
quelconque dans C1(R).)

■ Exemple 5 :

L’application L : R3[X] −→ R[X]
P 7→ XP ′ − 2P

est un endomorphisme.

————–
En effet, elle est linéaire (à faire) et de plus, pour tout P ∈ R3[X], on a degL(P ) =
deg(XP ′ +X) ⩽ max(deg(XP ′), degP ) = degP ⩽ 3. Ainsi,

L(P ) ∈ R3[X]

et c’est donc bien un endomorphisme

■ Exemple 6 :

Soit n ∈ N∗. L’application L : Rn[X] −→ R[X]
P 7→ X2P ′ − P

est une application li-

néaire, mais pas un endomorphisme.
————–
En effet, on a par exemple Xn ∈ Rn[X], mais L(Xn) = nXn+1 −Xn ̸∈ Rn[X].

■ Contre-Exemple(s) :

L’application "dérivée" d : C1(R) → C0(R)
f 7→ f ′

n’est pas un isomorphisme.

————–
En effet, l’application n’est pas injective. Par exemple, les deux applications f : x 7→
x+ 1 et g : x 7→ x+ 2 dans C1(R) ont la même dérivée (donc la même image par L.

■ Contre-Exemple(s) :

I-2 Opérations sur les applications linéaires

Si E et F sont deux K-espaces vectoriels, l’ensemble L(E,F ) est K-un espace
vectoriel.

Proposition 3 (Combinaisons d’A.L.)

Traduction : Toute combinaison linéaire finie d’applications linéaires est une application
linéaire.

Démonstration :
L(E;F ) ⊂ F(E;F ), où F est un espace vectoriel. Or, F(E;F ) est un espace
vectoriel, il suffit donc d’utiliser le théorème de caractérisation des sev.
� L(E;F ) est non vide, car l’application nulle, notée ici 0̄, est linéaire :

0̄(αu+ βv) = 0F
= 0F + 0F
= α0̄(u) + β0̄(v)

� Conservation des combinaisons linéaires :

On pose f, g ∈ L(E;F ) et λ ∈ K. Montrons que f + λg ∈ L(E;F ) :
Soient u, v ∈ E et α, µ ∈ K. On a

(f + λg)(αu+ βv) = f(αu+ βv) + λg(αu+ βv)
= (αf(u) + βf(v)) + λ(αg(u) + βg(v))
= α(f(u) + λg(u)) + µ(f(v) + λg(v))
= α(f + λg)(u) + β(f + λg)(v)

D’où f + λg ∈ L(E,F ) □
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L : C1(R) → C0(R)
f 7→ f + 2f ′

est linéaire :

————–
Tout d’abord, C1(R) et C0(R) sont deux R-ev.
On remarque que

L = id+ 2d

où id : C1(R) → C1(R) ⊂ C0(R)
f 7→ f

est l’application identité

et d : C1(R) → C0(R)
f 7→ f ′

sont deux applications linéaires

Ainsi, L est bien une application linéaire, par combinaison linéaire d’applications linéaires.

■ Exemple 7 :

Soient E,F,G des K-espaces vectoriels, alors

f ∈ L(E,F ), g ∈ L(F,G) =⇒ g ◦ f ∈ L(E,G)

Proposition 4 (Composition d’A.L.)

Démonstration :

E et G sont des K e.v. Soient u, v ∈ E et β ∈ K. Alors
g ◦ f(u+ βv) =

linéarité de f
g (f(u) + βf(v)) =

linéarité de g
g (f(u)) + βg (f(v))

Ainsi, g ◦ f est bien linéaire par TCAL. □

Si
f : P ∈ R2[X] 7→ 2P − P ′′ ∈ R[X] et g : P ∈ R[X] 7→ P (1)

alors f, g sont deux applications linéaires (à faire) et donc f ◦ g également.
On peut également l’observer si on fait le calcul :

f : P ∈ R2[X] 7→ 2P (1)− P ′′(1) ∈ R

qui est bien linéaire.

■ Exemple 8 :

Si f : E → F et g : E → F sont des applications linéaires, leur produit h telle que
h(u) = f(u)g(u) pour tout u ∈ E, n’est pas (jamais) une application linéaire
si elle est non nulle.

Produit non linéaire

Soit par exemple x tel que h(x) ̸= 0. Alors
h(2x) = f(2x)g(2x) = 2× 2f(x)g(x) = 4h(x) ̸= 2h(x).

Dans le cas des applications linéaires, on note la plupart du temps gf à la place
de g ◦ f . Attention, ce n’est pas la multiplication de deux fonctions, mais bien la
composition.
Ainsi, dans le cas d’un endomorphisme f , on notera fn au lieu de f ◦ . . . ◦ f︸ ︷︷ ︸

n fois

.

(Ces notations sont dûes à la relation entre applications linaires et matrices.)

Notation :

I-3 Lien entre matrices et applications linéaires en dimen-
sion finie

I.3-a) Matrice d’une application linéaire en dimension finie

Dans ce paragraphe, on suppose que E et F sont de dimension finie.

Soient E,F deux espaces vectoriels de bases respectives BE = (e1, . . . , en) et
BF = (f1, . . . , fm). Pour une application f ∈ L(E,F ), on appelle matrice de f
dans les bases BE ,BF la matrice donnant les coordonnées des f(ei) en fonction des
fj .

MBF ,BE
(f) =

f1
...
fm

f(e1) . . . f(en) ∗ . . . ∗
...

...
∗ . . . ∗



Définition

Si E = F et que BE = BF , on parle simplement de la matrice de f dans la base B,
où B = BE et on note MB(f) au lieu de MB,B(f).

Notation :

Soient E,F deux espaces vectoriels de bases respectives BE et BF . Soient f ∈
L(E,F ) et u ∈ E. Alors

MBF

(
f(u)

)
= M(f)BF ,BE MBE(u)

Proposition 5

Démonstration :
On note BE) = (e1, . . . , en) et u = α1e1+ . . .+αnen. Alors f(u) = α1f(e1)+ . . .+
αnf(en).
Si on note Ci la ième colonne de A = M(f)BF ,BE

, on a par définition

Ci = MBF
(f(ei)).

Par calcul matriciel, on obtient alors

A

α1

...
αn

 = α1C1 + . . .+ αnCn = MBF
(α1f(e1) + . . .+ αnf(en)) = MBF

(f(u))

□
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Soit L0 : R2[X] → R3[X]

P 7→
∫X

0
P : primitive de P qui s’annule en 0

.

• Matrice dans les bases canoniques :
La matrice de L0 dans les bases (1, X,X2), (1, X,X2, X3) est

L0(1) L0(X) L0(X
2)

1

X

X2

X3


0 0 0
1 0 0
0 1

2 0
0 0 1

3

car L0(1) = X

L0(X) = X2

2

L0(X
2) = X3

3

• Image d’un vecteur : L0(1 + 2X −X2) = X +X2 − 1
3X

3 car

U =


0 0 0
1 0 0
0 1

2 0
0 0 1

3


 1

2
−1

 =


0
1
1
− 1

3


• Matrice de L0 dans d’autres bases :
La matrice de L dans les bases (1, X,X2), (1, X − 1, X2 −X,X3) est

L0(1) L0(X) L0(X
2)

1

X−1

X2−X

X3


1 1

2 0
1 1

2 0
0 1

2 0
0 0 1

3


car L0(1) = X = (X − 1) + 1

L0(X) = X2

2 = 1
2

(
(X2 −X) +X

)
= 1

2 (X
2 −X) + 1

2 (X − 1) + 1
2

L0(X
2) = X3

3

■ Exemple 9 :

Soient E,F,G des ev de dimension finie, BE ,BF ,BG des bases respectives de
E,F,G.

■ Si f, g ∈ L(E,F ), α, β ∈ K. Alors

MBF ,BE
(αf + βg) = αMBF ,BE

(f) + βMBF ,BE
(g)

■ Si f ∈ L(E,F ) et g ∈ L(F,G), alors

MBG,BE
(gf) = MBG,BF

(g)MBF ,BE
(f)

■ Soit f ∈ L(E,F ). Alors f est inversible ssi MBF ,BE
(f) est inversible et dans

ce cas
MBE ,BF

(f−1) = (MBF ,BE
(f))

−1

Proposition 6

Démonstration :
i) et ii) admis. iii) est conséquence de ii). □

Soit l’application T : L : R2[X] → R3[X]
P 7→ 2P + primitive de P qui s’annule en 0

.

On a alors T = 2id+L0 où id est l’application identité et L0 l’application de l’exemple
précédent. Ainsi, dans les bases canoniques respectives B2 = (1, X,X2),B3 =
(1, X,X2, X3) de R2[X] et R3[X]

MB2,B3
(T ) = 2


1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0

+


0 0 0
1 0 0
0 1

2 0
0 0 1

3

 =


2 0 0
1 2 0
0 1

2 2
0 0 1

3



■ Exemple 10 :

Dans le but de savoir retrouver plus facilement et retenir les différentes formules de
ce chapitre, on se propose de schématiser une application linéaire L : E → F de la
manière suivante :

F
base BF

L←− E
base BE

(Oui, c’est écrit de la droite vers la gauche, au lieu du contraire habituellement pour
les fonctions !) De cette manière, c’est écrit dans le même sens que les formules
de composition et les formules matricielles :

g◦f : G
base BG

g←− F
base BF

f←− E
base BE

décrit MBG,BE
(f◦g) = MBG,BF

(g)MBF ,BE
(f)

et

F
base BF

f←− E
base BE

f(u) 7→ u
décrit MBF

(f(u)) = MBF ,BE
(f)MBE

(u)

Remarque :

I.3-b) Changement de base en tant qu’application linéaire

Rappelons que pour changer de base "à l’intérieur" d’un même espace vectoriel E, on
dispose de la matrice de passage :

e′1 . . . e′n

PB,B′ = MB(B′) =
e1
...
en

α1,1 . . . α1,n

...
αn,1 . . . αn,n


avec B = (e1, . . . , en), B′ = (e′1, . . . , e

′
n) deux bases de E.

4 — Applications linéaires —



Explications :

En regardant de plus près, on observe qu’en fait cette matrice est celle de l’applica-
tion "identité" dans la base de départ B′ et base d’arrivée B :

id : E ← E
base B base B′

i.e.
MB,B′(id) = MB(B′) = PB,B′

On observe alors que les formules des images par une AL appliquée à la matrice identité
donne :

MB(u) = MB,B′(id)MB′(u)

i.e.
MB(u) = MB(B′)MB′(u) = PB,B′MB′(u)

ce qui démontre immédiatement la formule de changement de base annoncée dans le cours
sur les espaces vectoriels ! Quant à l’autre formule annoncée dans ledit chapitre et non
démontrée,

PB,CPC,D = PB,D

la démonstration est tout simplement

MB,C(id)MC,D(id) = MB,D(id ◦ id) = MB,D(id)

(Formule dont on déduit également le fait que P−1
B,B′ = PB′,B.)

I.3-c) Changement de base dans dans “E ” et/ou “F ” pour des AL

Si on peut changer de base à l’intérieur d’un espace vectoriel, on peut également changer
de base lorsque l’on souhaite exprimer matriciellement une application linéaire. En effet,
il n’est pas rare de devoir adapter les bases choisies pour l’expression de M(f) suivant
les conditions du problème (souvent pour avoir la matrice la plus "simple" possible) Pour
ce faire, on peut utiliser (et mixer) les formules existantes pour tout faire en une seule
fois :
On se donne ici une application linéaire f : E → F ainsi que deux bases B, B′
de E et deux bases G, G′ de F .
On suppose disposer de la matrice M =MB,B′(f) et on cherche MG,G′(f).

Méthode 1 : Changement de base “à vue”

On note B′ = (e′1, . . . , e
′
n) et G′ = (f ′

1, . . . , f
′
m) .

On cherche directement les images de tous les f(e′i) dans la base G′ à vue.

Reprenons l’exemple de L0 : R2[X] → R3[X]
P 7→ primitive de P qui s’annule en 0

.

Dans les bases B = (1, X,X2), G = (1, X,X2, X3) la matrice de L0 est


0 0 0
1 0 0
0 1

2
0

0 0 1
3

.

On pose B′ = ( 1︸︷︷︸
e′1

, X + 1,︸ ︷︷ ︸
e′2

X2 −X︸ ︷︷ ︸
e′3

), G′ = ( 1︸︷︷︸
f ′
1

, X − 1︸ ︷︷ ︸
f ′
2

, X2 −X︸ ︷︷ ︸
f ′
3

, X3︸︷︷︸
f ′
4

).

Alors,
f(e′1) = f(1) = X = X − 1 + 1 = f ′

2 + f ′
1

f(e′2) = f(X − 1) = f(X)− f(1) = 1
2X

2 −X = 1
2

(
X2 −X

)
− 1

2X = 1
2f

′
3 − 1

2 (f
′
2 + f ′

1)

f(e′3) = f(X2 −X) = f(X2)− f(X) = 1
3X

3 − 1
2X

2 = 1
3f

′
4 − 1

2 (X
2 −X)− 1

2X

= 1
3f

′
4 − 1

2f
′
3 − 1

2 (f
′
2 + f ′

1)

D’où

MG′,B′(L0) =


1 − 1

2 − 1
2

1 − 1
2 − 1

2
0 1

2 − 1
2

0 0 1
3



■ Exemple 11 :

Méthode 2 : Changement de base avec formule matricielle

On utilise directement la formule matricielle :

Soient E un espace vectoriel de bases B et B′ et F un espace vectoriel de bases
respectives G, G′. Soit f ∈ L(E,F ), alors

M(f)G′,B′ = MG′(G) MG,B(f) MB(B′)

Théorème 7 de changement de base

Démonstration :
Traduisons la situation à l’aide d’un schéma :

f : F
id←− F

f←− E
id←− E

base G′ base G base B base B′

La formule de composition de matrices donne

M(f)G′,B′ = MG′,G(id) M(f)G,B MB,B′(id)

ce qui correspond exactement à la formule de changement de bases annoncée dans
le théorème □
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Reprenons l’exemple de L0 : R2[X] → R3[X]
P 7→ primitive de P qui s’annule en 0

.

Dans les bases B = (1, X,X2), G = (1, X,X2, X3) la matrice de L0 est


0 0 0
1 0 0
0 1

2
0

0 0 1
3

.

On pose G′ = (1, X − 1, X2 −X,X3). D’où MG(G′) =


1 −1 0 0
0 1 −1 0
0 0 1 0
0 0 0 1


Les opérations C2 ← C2 + C1 puis C3 ← C3 + C2 permettent de calculer

MG′(G) =


1 1 1 0
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1


Alors,

MG′,B(L0) = MG′(G)MG,B(L0) =


1 1 1 0
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1



0 0 0
1 0 0
0 1

2 0
0 0 1

3

 =


1 1

2 0
1 1

2 0
0 1

2 0
0 0 1

3



■ Exemple 12 :

En particulier, pour le cas d’un endomorphisme f ∈ L(E), si B et B′ sont deux
bases de E, on a

M(f)B′ = MB′(B) MB(f) MB(B′)

ou autrement dit,
M ′ = P−1MP

où P est la matrice de changement de base PB,B′ , M = MB(f) et M ′ = M(f)B′ .

Corollaire

Soient M et M ′ deux matrices. S’il existe une matrice P inversible telle que

M ′ = P−1MP (ou M ′ = PMP−1 )

alors on dit que M et M ′ sont semblables.

Définition

II Image, noyau, injectivité, surjectivité

II-1 Image (d’un sev ou de E)

On rappelle que pour tout sous-ensemble A de E et une fonction f quelconque, on note

f(A) = {f(x) | x ∈ A}

Voyons ce qui se passe si f est linéaire et que A est plus précisément un sev. En premier
lieu, si c’est un sev de dimension finie :

Soient f ∈ L(E,F ) et H un sev de E avec H = Vect (v1, . . . , vn) (la famille
(v1, . . . , vn) n’étant pas forcément libre...), alors

f(H) = f (Vect (v1, . . . , vn)) = Vect
(
f(v1), . . . , f(vn)

)

Propriété 8

Démonstration :
Supposons que H = Vect (v1, . . . , vn).
• Montrons que f(H) ⊂ Vect

(
f(v1), . . . , f(vn)

)
:

Soit y ∈ f(H). Alors, il existe x ∈ H tel que f(x) = y. Or, comme H =
Vect (v1, . . . , vn), il existe α1, . . . , αn ∈ K tels que

x = α1v1 + . . .+ αnvn

d’où
y = f(x) = f(α1v1 + . . .+ αnvn) = α1f(v1) + . . .+ αnf(vn) ∈ Vect

(
f(v1), . . . , f(vn)

)
• Montrons que Vect

(
f(v1), . . . , f(vn)

)
⊂ f(H) :

"démo 1" : on a f(v1), . . . , f(vn) ∈ f(H) et on verra dans la généralisation que
f(H) est un espace vectoriel. Par définition du Vect (plus petit espace vectoriel),
on a donc bien Vect

(
f(v1), . . . , f(vn)

)
⊂ f(H).

"démo 2" : Soit y ∈ Vect
(
f(v1), . . . , f(vn)

)
. Il existe alors α1, . . . , αn ∈ K tels que

y = α1f(v1) + . . .+ αnf(vn) = f
(
α1v1 + . . .+ αnvn︸ ︷︷ ︸

on note ceci x

)
Or x ∈ H, donc y ∈ f(H).

⋆ Conclusion : Par double inclusion, on a bien f(H) = Vect
(
f(v1), . . . , f(vn)

)
. □

Soit f : R2 → R2; (x, y) 7→ (2x + y,−x) qui est une application linéaire. On pose
■ Exemple 13 :
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H = Vect(1, 1). Alors

f(H) = Vect
(
f(1, 1)

)
= Vect

(
(3,−1)

)

Pour des sev quelconques :

Soient f ∈ L(E,F ) et H un sous espace vectoriel de E, alors f(H) est un sev de
F .

Proposition 9

Démonstration :

Supposons que H soit un sev de E. Montrons que f(H) est un sev de F :

- f(H) est non vide, car 0E ∈ H et 0F = f(0E) ∈ f(H).
- Soient λ, µ ∈ K et x, y ∈ f(H). Montrons que λx+ µy ∈ f(H) :
Il existe x′, y′ ∈ H tels que f(x′) = x et f(y′) = y. Ainsi,

λx+ µy = λf(x′) + µf(y′) = f(λx′ + µy′︸ ︷︷ ︸
∈H

) ∈ f(H)

Par caractérisation des sous-espaces vectoriels, f(H) est bien un espace vectoriel.
□

Appliqué maintenant à H = E :

Soit f ∈ L(E,F ). On appelle image de f et on note Imf l’espace vectoriel f(E).
Définition

Si E est de dimension finie, avec comme base B = (e1, . . . , en), on sait alors que

Im f = Vect
(
f(e1), . . . , f(en)

)
Remarque :

Reprenons l’exemple précédent avec f : R2 → R2; (x, y) 7→ (2x+ y,−x). Sa matrice
dans la base canonique est

A =

(
2 1
−1 0

)
On sait alors que Im f = Vect

(
"colonnes de A"

)
= Vect

((
2
−1

)
,

(
1
0

))
.

■ Exemple 14 :

Soit f ∈ L(E,F ). Si E est de dimension finie, alors Im f l’est aussi est de plus

dim Im f ⩽ dimE

Corollaire

On considère maintenant L0 : R2[X] → R[X]

P 7→
∫ X

0

P (t) dt

.

On admet ici qu’elle est linéaire.

1. dim(R2[X]) = 3 <∞ ; mais R[X] n’est pas de dimension finie.

2. Malgré tout, d’après la propriété,

dim ImL0 ⩽ dim(R2[X]) = 3.

Ce qui se vérifie car

ImL0 = XR2[X] (exercice)

■ Exemple 15 :

Si Im f est un espace vectoriel de dimension finie, on appelle rang de f et on note
rg f la dimension de Im f . (i.e. rg f = dim(Im f).)

Définition

II-2 Noyau

Contrairement à la partie précédente, on s’intéresse maintenant aux "images réciproques",
plus précisément celles de 0F . On rappelle avec les notations utilisées, que f(0E) = 0F .
En revanche, rien ne garantit qu’il n’y a pas d’autres éléments d’image nulle.

Soit f ∈ L(E,F ). On appelle noyau de f et on note ker f l’ensemble des vecteurs
d’image 0F :

ker f = {x ∈ E | f(x) = 0F }

Définition

Le commentaire fait ci-dessus nous dit en particulier que :

Si f ∈ L(E,F ), alors 0E ∈ ker f .

Propriété 10
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On considère L : C1(R) → C0(R)
f 7→ f − f ′

Alors kerL = V ect(exp) :
————–
En effet,

f ∈ kerL ⇔ f − f ′ = 0
qui est une équation différentielle dont on connait l’ensemble des solutions {x 7→ kex, k ∈
R} = V ect(exp).

■ Exemple 16 :

Soient f ∈ L(E,F ). ker f est un sev de E.

Proposition 11

Démonstration :
- ker f est non vide, car 0E ∈ ker f d’après la propriété précédente.

- Soient λ, µ ∈ K et x, y ∈ ker f . Montrons que λx + µy ∈ ker f , c’est-à-dire
f(λx+ µy) = 0F :

f(λx+ µy) = λ f(x)︸︷︷︸
=0F

+µ f(y)︸︷︷︸
=0F

= 0F

Par caractérisation des sous-espaces vectoriels, ker f est bien un espace vectoriel.
□

II-3 Injection, surjection

Soit f ∈ L(E,F ).
� f est surjective si et seulement si F = Imf .
� f est injective si et seulement si ker f = {0E}.

Théorème 12 de caractérisation

Démonstration :
• Montrons que f est surjective si et seulement si F = Imf :

Il est clair que, dans tous les cas, Im f ⊂ F
On a F = Imf ⇔ tout élément de F admet un antécédent ⇔ f est surjective.

• Montrons que f est injective si et seulement si ker f = {0E} :

� Comme ker f est un sous-espace vectoriel de E, on a {0E} ⊂ ker f .
� Montrons que f est injective si et seulement si ker f ⊂ {OE} :

⋆ Supposons que f est injective et montrons que ker f ⊂ {OE} :

Soit x ∈ ker f . Alors
f(x) = 0F = f(0E)

par injectivité, on a
x = 0E

⋆ Supposons que ker f ⊂ {OE} et montrons que f est injective :
Soient x, y ∈ F tels que

f(x) = f(y)
par linéarité, on a

f(x− y) = 0F

i.e. x− y ∈ ker f ⊂ {0E}
et donc x = y.
□

Reprenons l’exemple f : R2 → R2; (x, y) 7→ (2x+ y,−x). Étudions son injectivité.
————–
Etant donné qu’on a une formule, on peut calculer son noyau par exemple de la manière
suivante :

X = (x, y) ∈ ker f ⇔ f(X) = 0 ⇔

{
2x+ y,= 0

−x = 0
⇔

{
y = 0

x = 0

Ce qui donne comme résultat
ker f = {0}

ainsi, f est bien injective.

■ Exemple 17 :

Sur l’exemple précédemment traité avec L : C1(R) → C0(R)
f 7→ f − f ′

on avait vu que

kerL = V ect(exp). L’application n’est donc pas injective.

■ Exemple 18 :

Étant donné les inclusions Im f ⊂ F et {0E} ⊂ ker f triviales, en pratique, on
utilisera souvent le théorème suivant :

Remarque :

Soit f ∈ L(E,F ).
� f est surjective si et seulement si F ⊂ Imf .
� f est injective si et seulement si ker f ⊂ {0E}.

Théorème 13 de caractérisation no 2
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Montrer que L0 : R[X] → R[X]
P 7→ primitive de P qui s’annule an 0

est injective (mais

non bijective).
————–
⋆ Montrons que L est injective :

On sait que L est une application linéaire. Alors L est injective ssi kerL ⊂ {0}.
Soit P ∈ kerL. Alors L(P ) = 0, Or, L(P ) est une primitive de P par construction. D’où,
en dérivant :

P = (L(P ))′ = 0′ = 0

D’où kerL ⊂ {0} et donc L injective.

⋆ Montrons que L n’est pas surjective :

Il s’agit de montrer que certains éléments de R[X] n’ont pas d’antécédents. Supposons que
Q ∈ R[X] et qu’il existe un antécédent P , c’est-à-dire L(P ) = Q. En dérivant, on trouve
P = Q′.
Prenons dans ce cas Q une constante non nulle (prenons par exemple 1), on obtient

P = Q′ = 0

Mais dans ce cas, on avait en réalité

1 = Q = L(P ) = L(0) = 0

ce qui est contradictoire. Ainsi, Q ne pouvait par avoir d’antécédent et donc L n’est pas
surjective.

Exercice 1

Une application f ∈ L(E;F ) injective est un isomorphisme de E sur Im f ⊂ F .
Remarque :

III Applications linéaires en dimension finie

Dans cette section, on se donne E,F deux espaces vectoriels, avec E de dimension finie
et f ∈ L(E,F ).

III-1 Rang et matrices

On rappelle que par définition, rg f = dim Im f (valide car E de dimension finie entraine
Im f nécessairement de dimension finie).

Si F est de dimension finie, alors, pour toutes bases B de E et B′ de F , on a

rg f = rg (M(f)B′,B)

En particulier, on obtient que rg
(
M(f)B′,B

)
ne dépend pas des bases B′ et B.

Théorème 14

Démonstration :

On pose B = (e1, . . . , en). Alors, la matrice M(f)B′,B n’est que l’expression des
vecteurs f(e1), . . . , f(en) dans la base B′. Ainsi,

rg f = dim Im f =︸︷︷︸
Im f=Vect

(
f(e1),...,f(en)

) dimVect
(
f(e1), . . . , f(en)

)
= rgM(f)B′,B

□

III-2 Image d’une base et injectivité

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, F un espace vectoriel et f ∈ L(E,F ).
les conditions suivantes sont équivalentes :

■ f est injective

■ l’image de toute base de E est une famille libre de F

■ l’image d’une base de E est une famille libre de F

■ dimE = rg f

Théorème 15

Démonstration :

• Montrons que i⇒ ii) :

Supposons que f ∈ L(E,F ) soit injective et soit B = {e1, . . . , en} une base de E.
� Montrons que f(B) = {f(e1), . . . , f(en)} est une famille libre :

Soient λ1, . . . , λn ∈ K tels que λ1f(e1) + . . .+ λnf(en) = 0. Par linéarité de f , on
a f(λ1e1 + . . .+ λnen) = 0.
Par injectivité de f , on trouve

λ1e1 + . . .+ λnen = 0

puis par liberté de B, on obtient λ1 = . . . = λn = 0.

� Conclusion : f(B) est une famille libre dans F .

• Montrons que ii)⇒ iii) : trivial !
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• Montrons que iii)⇒ iv) :

Soit B une base de E telle que f(B) est une famille libre base de F . Donc

rg f = dim Imf = dimV ect (f(B)) =︸︷︷︸
f(B) libre

card f(B) = cardB = dimE

• Montrons que iv)⇒ i) :

Supposons iv) et montrons i), c’est-à-dire que f est injective. D’après les propriétés
des applications linéaires, cela revient à montrer que ker f ⊂ {0E}.

Soit x ∈ ker f . On pose B = (e1, . . . , en) une base de E. Il existe donc α1, . . . , αn ∈
K tels que

x = α1e1 + . . . αnen

En appliquant f , on obtient, par linéarité,

0 = f(x) = α1f(e1) + . . . αnf(en)

Par iv), la famille {f(e1), . . . , f(en)} est libre. D’où α1 = . . . = αn = 0 et donc
x = 0.
L’application f est donc injective. □

Soit L0 : R2[X] → R3[X]
P 7→ primitive de P qui s’annule an 0

.

On admet ici qu’elle est bien définie et linéaire. Voyons qu’elle est injective encore
d’une autre manière par-rapport au cas L0 : R[X]→ R[X] traité précédemment.

————–
On pose la base canonique de R2[X] : B = (1, X,X2). On observe alors que son image
par L est

L0(B) = (f(1), f(X), f(X2)) =

(
X,

1

2
X2,

1

3
X3

)
Ceci est une famille libre de R3[X] (car c’est une famille de polynômes non nuls de
degrés échelonnés). L0 est donc injective. ("iii⇒ i)" du théorème)

■ Exemple 19 :

Généralement, la technique de l’exemple précédent n’est pas la méthode la plus
pertinente pour démontrer l’injectivité. La technique du noyau s’avère souvent plus
efficace.

Remarque :

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, F un espace vectoriel et f ∈ L(E,F ).
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

■ f est un isomorphisme ;

■ l’image de toute base de E est une base de F .

■ l’image d’une base de E est une base de F .

Corollaire

Démonstration :
� On rappelle que, d’après une proposition précédente, f(B) = {f(e1), . . . , f(en)}
est une famille génératrice de Im f .

• Montrons que i)⇒ ii) : Supposons que f est un isomorphisme. Alors :

� comme f est injective, d’après le théorème précédent, l’image d’une base de E
est une base de Im f .
� comme f est surjevtive, Im f = F . L’image d’une base de E est une base de
Im f = F .
• Montrons que ii)⇒ iii) : trivial !

• Montrons que iii)⇒ i) : Soit B une base telle que f(B) est une base de F .

� Montrons que f est surjective : . Alors,
F = Vect f(B) = Im f

f est donc surjective.
� Montrons que f est injective : Comme F = Im f , alors l’image d’une base de E
est une base de Im f . D’après le théorème précédent, f est donc injective.
□

Revoyons que L0 : R2[X] → R3[X]

P 7→
∫X

0
P

n’est pas un isomprphisme :

————–
En effet, l’image de la base (1, X,X2) est (f(1), f(X), f(X2)) =

(
X, 1

2
X2, 1

3
X3

)
, qui

n’est pas une base de R3[X] car c’est une famille de cardinal 3 dans R3[X] de dimension
4.

■ Exemple 20 :

Soient E,F deux espaces vectoriels de dimension finie, de bases respectives B,G et
f ∈ L(E,F ).
Si f est un isomorphisme, alors toute matrice MB,G(f) est carrée.

Corollaire
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Démonstration :
On note n = dimE et F = (f(e1), . . . f(en)) où B = (e1, . . . , en).
D’après le corollaire précédent, on sait que F est une base de F , donc dimF = n.
Comme

dimE = dimF

la matrice est donc carrée. □

Soient E,F deux espaces vectoriels de dimension finie, de bases respectives B,G et
soit f ∈ L(E,F ). Alors

f est un isomorphisme ssi MB,G(f) est inversible.

Corollaire

Démonstration :
On note F = {f(e1), . . . f(en)} où B = e1, . . . , en.

• Supposons que f est un isomorphisme.
Alors, d’après le corollaire précédent, la matrice M = MB,G(f) est carrée. Ses
vecteurs colonnes qui forment la famille F sont libres car l’image F de la base B
est une base de F (corollaire d’avant).

• Supposons que la matrice est inversible.
Alors les vecteurs colonnes F sont libres et de cardinal n = dimF . Autrement dit,
ils forment une base de F . D’après le cours précédent (corollaire), comme l’image
F d’une base B de E par f est une base de F , alors c’est un isomorphisme.
□

III-3 Théorème du rang et conséquences

Supposons que E soit un espace vectoriel de dimension finie, que F soit un espace
vectoriel et f ∈ L(E,F ). Alors

dimE = dim ker f + rg f

Théorème 16 du rang

Démonstration :
ker f est un sous espace de E de dimension finie. On note Bk = (e1, . . . , er) une
base de ker f . D’après le théorème de la base incomplète, on sait que l’on peut
compléter Bk en une base B = (e1, . . . , en) de E.
Notons G = V ect(er+1, . . . , en) et fG l’application linéaire

fG : G → F
x 7→ f(x)

� Montrons que fG est injective :

Soit x ∈ ker fG. Alors x ∈ G et 0F = fG(x) = f(x), d’où x ∈ ker f ∩G = {OE}.
Ainsi, x = OE et donc ker fG ⊂ {0E} Comme fG est injective, on obtient en
particulier dimG = dim Im fG, c’est-à-dire

n− r = dim Im fG,autrement dit,

dimE − dim ker f = dim Im fG

� Montrons que Im fG = Im f :

Par définition de fG, il est clair que Im fG ⊂ Im f .

Montrons que Im f ⊂ Im fG : Soit y ∈ Im f . Il existe alors x ∈ E tel que f(x) = y.
Or, comme N est une base de E, il existe α1, . . . , αn ∈ R tels que

x = α1e1 + . . .+ αrer︸ ︷︷ ︸
∈ker f

+αr+1er+1 + . . .+ αnen︸ ︷︷ ︸
∈GD’où

y = f(x) = f(a)︸︷︷︸
=0F

+f(αr+1er+1 + . . .+ αnen︸ ︷︷ ︸
g∈G

)

autrement dit, il existe g ∈ G tel que y = f(g). Ainsi, Im f ⊂ Im fG.

Cette égalité implique clairement que dim Im f = dim Im fG.

� Conclusion : Les deux égalités de dimension obtenues en encadré donnent claire-
ment le résultat annoncé. □

Soient E,F deux espaces vectoriels de même dimension et f ∈ L(E,F ). On a
f injective ⇐⇒ f bijective ⇐⇒ f surjective

Théorème 17

Démonstration :
f injective ⇔ ker f = {0E}

⇔ dim(ker f = {0E}) = 0
⇔ dimE = rgf (Théorème du rang)
⇔ Im f = E (Im f ⊂ F et égalité des dimensions)
⇔ f surjective

Ainsi, si f est injective, alors elle est surjective et donc bijective.
Si f est bijective, alors elle est injective et donc bijective. □
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